EXERCICES REDIGES SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Exercice 1 Du double au triple
Une grandeur (non nulle) y évolue a une vitesse proportionnelle a elleméme.
On sait que cette grandeur double tous les dix ans.

Combien de temps lui faut-il pour tripler ?

Exercice 2 Loide refroidissement de Newton
Laloi derefroidissement de Newton sénonce ains :
"la vitesse de refroidissement d'un corps inerte est proportionnelle a
la différence de température entre ce corps et le milieu ambiant”.
On suppose que la température de I'air ambiant est constante égale a 25°C.
Dans ces conditions, latempérature d'un corps passe de 100°C a 70°C en 15 minutes.

Au bout de combien de temps se trouvera-t-il a40°C ?

Exercice 3 Dissolution d'une substance

Une substance se dissout dans I'eaul.

On admet que la vitesse de dissolution est proportionnelle ala quantité non encore dissoute.

A l'ingtant t = O (t en minutes), on place 20 grammes de cette substance dans une grande quantité d'eau.

Sachant que les dix premiers grammes se dissolvent en cinq minutes, donner une expression de la quantité

dissoute f(t), en grammes, en fonction det.

Exercice 4 Taux dalcoolémie
Le taux d'alcoolémie £(t) (en gL™*) d'une personne ayant absorbé, & jeun, une certaine quantité d'alcool vérifie,

sur R, I'équation différentielle:

(E):y +y=ae"

ol t est le temps écoulé apreés I'ingestion (exprimé en heures), et a une constante qui dépend des conditions
expérimentales.
1. On pose, pour tout t € R, : g(t) = f(t) €

Démontrer que g est une fonction affine.
2. Exprimer f(t) en fonction det et de a.
3. Dans cette question, on suppose que a = 5.

a. Etudier lesvariations de f et tracer sa courbe.

Déerminer letaux d'alcoolémie maximal et le temps au bout duquel il est atteint.
b. Donner une valeur du délai T (a I'heure prés par exces) au bout duquel le taux d'alcoolémie de cette

personne est inférieur 20,5 gL ™.
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Exercice 5 Modeéle de Verhulst - Loi logistique continue

On repique des plants de 10 cm de haut sous une serre. On sait que lataille maximale de ces plantes est de 1 m.

On note f(t) lataille, en m, d'un plant aprést jours. (On adonc f(0) = 0,1).

Le modée de Verhulst consiste a considérer que la vitesse de croissance de la plante évolue suivant larelation :

F@®=af)d-s0)

ol a est une constante dépendant des conditions expérimental es

Autrement dit, f est une solution, sur R., del'équation différentielle:

g c w0

y=ay(l-y)

1
On pose, pour tout t de R, : )= —
0]

Déerminer une équation différentielle satisfaite par z, puislarésoudre (sur R.).

1
9e 41

En déduire que pour tout rée t de R,, on a: f(t) =

On observe qu'au bout de 15 jours, la plante mesure 19 cm. Calculer a (on arrondiraa 1072 preés).
Etudier lalimite de f en +oo et préciser son sens de variation.
Représenter graphiquement la fonction f.

Au bout de combien dejours, la plante dépassera-t-elle 90 cm de haut ?

Exercice 6 Décharge d'un condensateur

On considére un circuit éectrique constitué d'un condensateur (de capacité C) se déchargeant dans une

résistance R. On note uc(t) latension au borne du condensateur (en Volts) al'instant t (en secondes).

A l'ingtant t = 0, on sait que uc(0) = 3 V.

Exprimer uc(t) en fonction det.

Exercice 7 Vitesse d'un parachutiste

Un parachutiste tombe & une vitesse de 55 ms™* au moment ol son parachute souvre.

On fixel'origine du temps (t = 0, en secondes) a ce moment la.

Pour tout t € R, on note v(t) la vitesse (en ms™) du parachutiste & I'instant t.

P2

On admet que larésistance del'air est donnéepar :R= —

25

ol P est le poids du parachutiste avec son équipement. (P = mg, m= masse et g = 9,81 ms ?)

1

2.

3.

Démontrer que v est solution, sur R, del'équation différentielle:

vogl1- ¥
(E.V—g@.2;

On suppose quev > 5sur R, et on posesur R, : z= LS
V_

Déerminer une équation différentielle satisfaite par zsur R. et larésoudre.

En déduire une expression de v(t) en fonction det et préciser salimite lorsquet tend vers +o.
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Exercice 8 Equation de Bernouli®
Soient a et b deux nombres réels et n un entier naturel différent de 1.
On considére |'équation différentielle suivante :
(B):y' =ay+ by"
On se propose, dans cet exercice, de rechercher les solutions strictement positives de (E) sur R.
1. Onposesur R : z=y""
(Ceci abien un sens puisgue 'y est strictement positif)
Déerminer une équation différentielle satisfaite par z et 1arésoudre.
2. En déduireles solutions, strictement positives, de (E) sur R.

Quedonnelecasn=07?

Exercice 9 Une équation du second ordre sans terme d'ordre nul

Soient a et b deux nombres réels. On considére I'équation différentielle:
(B):y'=ay' +b

1. Enposant z=Y', résoudre (E) sur R.

2. Démontrer qu'il existe une unique solution de (E) vérifiant les conditions y'(0) = 0 et y(0) = 0.

Exercice 10 Avec second membre variable
On considére I'équation différentielle: (E):y'—3y=snx
1. Résoudre, sur R, I'équation sans second membre associé ;
(Eo):y -3y=0
2. Déerminer desrédlsa et b de sorte que la fonction p définie sur R par :
p(x) =acosx+bsnx
soit solution de (E) sur R.
3. Démontrer que f est une solution de (E) sur R s et seulement s f — p est une solution de (Eo) sur R.

4. En déduireles solutions de (E) sur R.

Exercice 11 Désintégration des noyaux radioactifs - Temps caractéristique - Demi-vie - Datation au carbone 14
Dans un corps radioactif, le nombre moyen de noyaux d'atomes qui se désintégrent pendant un intervalle de
temps At est proportionnel au produit de At et du nombre N(t) de noyaux présents a l'instant t. |l existe donc
une constante A strictement positive®® |, indépendante du tempstt telle que :
AN(t) = -1 N(t) At
(Le signe négatif provient du fait que le nombre de noyaux diminue au cours du temps et que & > 0)

Lorsgu'on a affaire a un tres grand nombre de noyaux atomiques (ce qui est le cas en pratique) on assimile la
fonction t > N(t) a une fonction continue et dérivable. En faisant tendre I'intervalle d'observation At vers 0, la

relation ci-dessus sécrit : dN(t) = —A N(t) dt

@
@

Laforme générale de I'équation de Bernoulli et y' = P(x)y + Q(X)y" ot P et Q sont des polyndmes (ici P et Q sont des constantes).
La constante ). est appel ée "constante radioactive du noyau"
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aN(t) _
=N

Ce que, nous autres mathémati ciens notons encore :
N'(t) = =1 N(t)
1. Al'ingtant t = 0, on suppose que I'on posside un échantillon de Ny noyaux radioactifs.
Exprimer, pour t = 0, N(t) en fonction de No, t et A.

2. On appelle temps caractéristique t |le nombre réel définie par :

T= —

A
a. Démontrer que t est |'abscisse du point d'intersection entre la tangente a la courbe (C) de la fonction N
au point t = 0 et I'axe des abscisses. Illustrer.
b. On appelle demi-vie le temps 11> au bout duquel le nombre initial Ny de noyaux radioactifs a diminué de
moitié. Exprimer ty, en fonction de 7.
3. Tous les tissus vivants contiennent du carbone 14 qu'ils renouvellent en permanence jusqu'a leur mort. A
partir du moment ou le tissu est mort, le carbone 14 se désintegre doucement avec une période de demi-vie

égale & 5730 années. A |'aide d'une cal culatrice compléter e tableau suivant :

Pourcentage de la quantité
initiale de Carbone 14
Age (post-mortem) du tissu
(en milliers dannées)

95190|85(80|75|70(65|60|55([50]|45|140(35|30|25[20(15]|10| 5

Exercice 12 Une équation différentielle d'ordre 3
On considére |'équation différentielle suivante :
(B):y"-3y"+3y'-y=0
On note Sl'ensembl e des fonctions solutions de (E) sur R.
1. StahilitédeS.
a. Démontrer ques f et g sont deux démentsde Salors f + g est dément de S
b. Démontrer ques f est démentdeSet s A est unréd alorsAf est dément de S
c. Démontrer ques f est dément de S alors f' est dément de S.
2. Existence de solutions particuliéres
Démontrer que lafonction exponentielle est éément de S
Qu'en est-il desfonctionsx > xe* et x > x%e* ?
3. Résolution de (E)
a. Soit g un dément quelconque de S. On définit alors une fonction f par :
f(x) = €eg(x)
Démontrer quel'on a: f=0surR

b. En déduirel'ensemble S.
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EXERCICES REDIGES SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES : SOLUTIONS

Exercice 1 Du double au triple
Par hypothése, on a: y' =ay
Ou a est le coefficient de proportionnalité.
Notonst le temps (en années). On sait que les solutions de I'égquation différentielley' = ay sont delaforme::
y(t)=C e*
Ou C est une constante (non nulle, sinon y serait nulle)
Comme la grandeur double touslesdix ans, on a:
y(t +10) = 2y(t)

C ea(t+10) =2 Ceat

En simplifiant par Ce* : gf=2
D'olr : a= In2
10

In2 t

On adonc: y(t)=Cel0 =C210

Cherchons maintenant le temps T pour lequel, on a:
y(t+T) =3y(t)
C ea(t+T) — 3 Ceat
=3

_In3_10In3
a In2

T

~ 15,85 410 prés

Il faut donc attendre 15 ans, 10 mois et 6 jours (au jours pres) pour que cette quantité triple.

Exercice 2 Loide refroidissement de Newton
Notons f(t) latempérature du corps al'instant t (en minutes).
Selon laloi de refroidissement de Newton, on a:
' (®) =a(25- f(1)
Les solutions, sur R., de cette équation différentielle sont de laforme::
f)=Ce®+25
A l'ingtant t = 0, le corps est & une température de 100°C :
f(0) =100
C+25=100
C=75
D'ol, pour tout t € R, : f(y=75e*+25
On sait que 15 minutes plustard, le corps est a 70°C, ce qui permet de calculer a :
f(15) =70
75¢ 14+ 25=70

otsa_ 3
5
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-15a= In(g)z In3-1In5

InN5-1n3
a: PR
15

Déterminons maintenant le tempst a partir duquel le corps se trouve a une température de 40°C.

~ 0,034 4102 prés

On résout I'équation : f(t) =40
75+ 25=40

e—at_ }
5
(= InS_45 IS 47,26 210 " prés
a IN5—-In3

Il faut attendre 47 minutes (et 16 secondes, a la seconde pres) que le corps atteigne la température de 40°C.

Exercice 3 Dissolution d'une substance

Comme la vitesse de dissolution est proportionnelle ala quantité non encore dissoute, on a, pour tout t € R, :
f'(t)=a(20 - f(1)

Les solutions sont de laforme, pour tout t € R, :
f=Ce®+20

A l'ingtant initial, il n'y a pas encore de quantité dissoute donc :

f0)=0
C+20=0
C=-20

Comme les dix premiers grammes se dissolvent en cing minutes, on a:
f(6)=10
-20€°?+20=10

a= '”?2 ~0,1441072 prés

In2 t
"t —
On adonc, pour toutt € R, : ft) = 20(1—e 5 ]z 20(1—2 5]

Exercice 4 Taux d'alcoolémie
1. Lafonction g est dérivable sur R, (Iesfonctions f et I'exponentielle le sont) et on a, pour tout t € R, :
g =f(1) €+ f() € = (O + (D)€
Et comme f est solution de (E) sur R, : gt)=a
D'ou: gt)=at+b
Lafonction g est bien affine (sur R.).
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2. Onadonc, pour toutt € R, : f(t)=(at+b) e
Or, al'instant t = 0, I'alcool n'est pas encore dans le sang, donc f(0) =0:
be'=0
b=0
D'ol: f(ty=ate™
3. a Etudionslesvariationsde f. Comme f est solution de (E), on a:
f(t)= 5e'— f(t)=5e" —5te'=5e"(1-1)
D'ou: f20=1-t20 < t<1
Lafonction f est croissante sur [0, 1] et décroissante sur [1, +oo[.

Elle admet donc un maximumen 1 et :

A1) =2 ~1,842102 pres
e

Le taux d'alcoolémie maximal est de 1,84 gL atteint au bout d'une heure.
Courbe:

f®

05
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b. Nous devons résoudre I'inéquation : ft) <05
5te' < 0,5
te'<0,1

Ceci n'est pas possible formellement (inéquation transcendante).

Cependant, lafonction f est continue et strictement décroissante sur [1, +oof et on a:

=2
e

>05 e lim f(t)= lim 5te*=0
t—+0 t—-+o0

Lethéoréme de bijection assure qu'il existe un uniqueréd o de[1, +oof tel que f(a) = 0,5.

Le graphique permet de conjecturer : a€]3;4]
Ce qui peut secontrdler alacalculatrice:
f(3)=0,75(>0,5) et f(4) = 0,37 (<0,5)

On adonc bien : ae€]3;4

Il faudra attendre 4 heures (a I'heure prés par excés) pour pouvoir, par exemple, reprendre le volant...

Exercice 5 Modeéle de Verhulst - Loi logistique continue

1. Lafonction zest dérivable sur R, (car f I'est) et on a:

Z= —Lz = Mgl):a— 8 _ _a+a
f f f
On en déduit que pour tout t € R, :
A)=Ce®+1
La condition initiale z(0) = 10 donne: C+1=10
C=9
D'ol, pour toutt € R, : f= 1
’ o 9 41
. 19
2. Onadonc: f(15)=019= —
100
1 _19
%% 11 100
ge %y 1= 100
19
otsa_ 9
19
a— 1n19-In9 0,0541072 prés
15
3. Commea>0,onalim e*=0dou: lim f(t)=1
t—+wo t—>+o

Toujoursparcequea>0etaussi car 0< f<1,ona:

f=afl-f)>0

Donc f est strictement croissante sur R..
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4. Représentation graphique de lafonction f :

U]
1 +
09
01
o) 10 20 30 40 50 60 70 80 90 t
5. Onrésout I'inéguation : ft) =09
)
% ®+1 10
Par décroissance de lafonction inverse sur R :
g +1< D
9
e—at < i
81
Par croissance du logarithme népérien sur R :
—at < -In 81
> In81
a
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Lacalculatrice donne : In81 _ 88,21 4107 prés

a

Il faut attendre 89 jours (au jour prées par exces) pour que la plante dépasse les 90 cm de haut.

Exercice 6 Décharge d'un condensateur

D'apréslaloi d'additivité destensions,ona: uUc+ Ur=0
(uc et ur désignent respectivement la tension aux bornes du condensateur et de la résistance)

Notonsi(t) I'intensité du courant éectrique dans le circuit al'instant t.

On sait que: ue®) = 3O o ye) = Ri(r) = RYIY
C dt
- ' ldgt) _ 1 1
D'ou : Uc(t) = = ——==— Ug(t) = ———— uc(t
c (1) C d R R(t) rC o(t)
L —— uc(t)
On en déduit : uct) =K e R¢ (K e R) 3
La condition initiale uc(0) = 3 donne: K=3
_t
D'ou: uc(t)=3 e RC
o]

Exercice 7 Vitesse d'un parachutiste

1. D'apréslardation fondamentale dela dynamique, on a:
P+ R=ma
En projetant les vecteurs sur un axe vertical, il vient :

2
mv: _ v
25

On sapercoit que le probleme est indépendant de la masse m du parachutiste avec son équipement.

V= g(l—;—;] - 2% (25-v?)

Lafonction v est donc bien solution, sur R., del'équation différentielle:

vedl1- ¥
(E).v'—g(l 25]

rrg_

2. Lafonction zest dérivablesur R, (car vI'est) eton a:

v g (V-25) g vi5_ gav+5)

(=52 25 (v-5? 25v-5 25
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Or, v=£+5
z

V+5= E+ 10
z

gz(} +10
D'olr : Z=
25

On en déduit, que pour tout t € R, :

20
t)=Ceb> - —
1) m
e 1 i 1 1
La condition initiale z(0) = — donne: C-—==—
50 10 50
c=2
25
" ) 1
3. D'ou, pour toutt € R, : v(t) = — gt 5
Bes_1
25 10
2gt
Commeg>0,ona: lim e5 =+w
t—-+o0
D'ou: lim v(t) =5
t—-+o0

La vitesse du parachutiste se stabilise rapidement vers 5 ms ™.

Z—Li(mu 1)
25

f®
55
G
3 D
o 1t
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Exercice 8 Equation de Bernoulli®

1. Lafonction zest dérivable sur R (car y I'est) et :

Z=(1-nyy"=@1-n(ay+by")y"=(1-n)(az+b)

D'ou, pour tout réd x : 2(x) = Cel-max_ b
a
1
2. Commeonaposéz= y"",ona: y= z&n
1
D'od, pour tout X € R Y(X) = (Ce(lfn)ax _g)lfn

Lorsque n = 0, on récupere I'équation différentielley' = ay + b avec ses solutions::

y09=Ce™ - 2
a

Exercice 9 Une équation du second ordre sans terme d'ordre nul
Soient a et b deux nombresrédls. On considére I'équation différentielle:
(B):y'=ay' +b
1. Commelafonctiony est deux fois dérivable sur R, lafonction zest dérivablesur R et Z = y".

Onadonc: Z=az+b
On en déduit que pour tout réel x:  z(x) = Ce™ - b ,ouCeR
a

D'ou: y(x)=E eaX—Ex+D ouDeR
a a

2. Lacondition y'(0) = 0 sécrit encore z(0) = 0 et donne :

c-b
a
La constante C est déterminée de maniére unique.
La condition y(0) = 0 donne: ¢ +D=0
a
C b
D=——2=_—
a a°

La constante D est déterminée de maniére unique.
L'unique solution de (E) vérifiant y'(0) = y(0) = 0 est définie par :

b . b_ b
X)=— €7 = —X——
y(X) 7 232

@ Laforme générale de I'équation de Bernoulli et y' = P(x)y + Q(x)y" ot P et Q sont des polyndmes (ici P et Q sont des constantes).
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Exercice 10 Avec second membre variable
1. Lessolutions, sur R, del'équation sans second membre associé :
(Eo):y -3y=0
sont delaforme: y(x) = C
2. Lafonction p est dérivable sur R et pour tout réel x, on a:
p'(X) =—-asinx+ b cosx
Lafonction p est solution de (E) s et seulement i, pour tout réel X :

—asinXx+bcosx—3acosx—3bsnx=snx

(-a—3b) snx+ (b—3a) cosx=snx

On obtient les deux relations du
{_a_ D=1 systéme ci-contre, en remplagant x
-3a+b=0 par ni/2 puis par 0.
1 3
a=-— b=-—
10 10
3
p(x) = ——cosx— —snx
10

3. Lesassertions suivantes sont équivalentes :

f est une solution de (E) sur R
f'—3f=sinx pour tout x e R
f=3f=p-3psurR
(f-p)'-3(f-p) =0 surR
f — psolution de (Eg) sur R
4. Poursuivonsnos équivalences:  f(X) —p(x) =C e pour tout X € R

f(X) = p(x) + C €* pour tout x € R

f(X) = ——cosx—%smx+c * pour tout X € R

Exercice 11 Désintégration des noyaux radioactifs - Temps caractéristique - Datation au carbone 14
1. Ona, pour toutt € R, : N(t) = Noe ™

t
2. Onadonc, pour toutt € R, : N(t) = Npe *

a. Soit (T) latangente a (C) au point d'abscisset =0

N(®)
No 1 A
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Le coefficient directeur de latangente (T) ala courbe (C) est d'une part :

t
(En effet, pour tout t € R., on aN'(t) = —m er)
T

D'autre part, ce coefficient directeur est celui de la droite (AB) ou A et B désignent respectivement les

points d'intersection de (T) avec I'axe des abscisses et |'axe des ordonnées :

Yo =Y¥a __No On peut aussi déterminer |'éguation
Xg — Xa Xg delatangentea (C) en 0.
On en déduit : T=Xg

Le temps caractéristique est bien |'abscisse du point d'intersection entre la tangente a la courbe (C) de la

fonction N au point t = O et |'axe des abscisses.

b. On déermine 1y, en résolvant I'équation : N(t) = % No

g 1
2

t=|n—2=r|n2
A

Onadonc: Tyz=7tln2

N(t)

3. Il suffit d'exprimer t en fonction de la proportion N :

Pour le carbone 14, on a : = tlL: 5730
In2  In2

D'ou: =970 n[N®
In2 Ng

Lacalculatrice donne alors::

Pourcentage de la quantité
initiale de Carbone 14
Age (post-mortem) du tissu (en
milliers d'années)

95(90|85|80|75(70({65|60]|55|50(45(40]35|30|25(20(15|10| 5

0421081134 18423829 |35(422|494(573|660|757|868[995|11,4]133]157|190( 248

Par exemple, un tissu ne comprenant plus que 70% de carbone 14 date d'environ 2948 années.
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Exercice 12 Une équation différentielle d'ordre 3
(B):y"-3y"+3y'-y=0

On note Sl'ensembl e des fonctions solutions de (E) sur R.

1. Stahilitéde S

a. S fegsontdeux démentsde S alorsonasur R :

fr=3f"+3f -f=0
g"-39g"+39-g=0
En additionnant : (f+9" -3(f+9)"+3(f+9) - (f+9) =0
Donc: f+geS

b. S festdémentdeSets A estunréd alorsonasur R :
M=3"+3f-f=0

En multipliant par A : AN =3N)" +3f) -Arf=0
Donc: AfeS
Cc. S festélémentdeS aorsonasur R :
fU=3f"+3f-f=0 ()
En particulier, on a: f=3f"-3f+f

Commelesfonctions f* , f' et f sont dérivables sur R (puisgue f est par hypothése solution de E, elle est
au moinstrois fois dérivable sur R), lafonction /"' 1'est donc aussi (en poursuivant ce raisonnement par
récurrence, on pourrait méme montrer que f est indéfiniment dérivable sur R). On peut donc dériver
une foisI'égalité () pour obtenir sur R :
)" =3 +3(f)y-f=0
Donc: feS
2. Existence de solutions particuliéres
Comme la fonction exponentielle est égale a sa propre dérivée, on a pour tout réel x :
exp™'(X) — 3exp"(X) + 3exp'(X) —exp(x) = (1 -3+3-expx=0
D'ou: expeS
Notons, pour tout réel x : f(x) =xe*
Lafonction f est indéfiniment dérivable sur R (par produit) et :
£09=(x+1) &
f'(X) = (x+2) e
) =(x+3) "
Onaadors:
") =3 () + 3 () - fX)=[(x+3) -3(x+2) +3(x+ 1) —x] =0
Donc lafonction x > xe* est aussi dément de S
De méme, notons, pour tout rédl x : g(x) = x%e

Lafonction g est indéfiniment dérivable sur R (par produit) et :

g = (x2 + 2x) e*
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g'(x) = (x2+4x+ 2)ex
g"(x) = (x2+6x+ G)ex
Onaadors:
g"(x) — 39" (X) + 3g'(X) — 9(X) =[(x2 +6x+6)—3(x2 +AX+ 2)+3(x2 + 2x)— xz}ex =0

Donc lafonction x > x°€” est auss dément de S
3. Résolution de (E)
a. Comme g est éément de S elle est trois fois dérivable sur R. 1l en va donc de méme de la fonction f

(par produit) et pour tout réd x, on obtient :
F0=(-e*)g + e*g( = e (g'() - g(x))
£ =(-e7) (909 - g(¥) +&™ (") - g'(X) = ™ (g"() - 29'(9) + 9(x))
7709 = (=€) ("0 -20'(0) + 9(x)) + € (9"(x) - 29"(9) + 9'(9) = €™ (g"(x) ~30"(x) +39'() - (X))
Et commeg € S on en déduit : f=0surR
b. On en déduit qu'il existe des constantes réelles A, B et C telles que pour tout rédl x :

f'=A
f()=Ax+B

f(¥) = %AXZ+BX+C

Etenpo&anta=§,b=Betc=C: f(X)=a+bx+c

Or, pour tout réel x : g(x¥) = f(x) e

Les solutions g de (E) sont donc nécessairement du type:
g(x) = (ax2 +bx+ c) e*
L'ensemble S est donc constitué de fonctions du type x = (ax2 + bx + c) e*.

Mais nous savons que les fonctions x > €%, x > xe* et x > x%¢* sont dans S, donc par stabilité de

S toutes lesfonctions x > (ax2+bx+c) €* sont solutions de (E) et ce sont les seules:

S={x > (ax2+bx+c) e olla b, ce R}
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