EXERCICES SUR LE CALCUL INTEGRAL

Exercice 1

U T
Pour tout entier naturel n, on considére lesintégrales: |, = I 2e™™gnxdx et J, :I 2e ™ cosx dx
0 0

1. Calculer Ij et Jp.

2. On suppose maintenant que n est non nul.
I, +nd, =1
a) Enintégrant par parties|,, puis J,, montrer que: _hm
-nl,+J,=¢e 2
b) En déduirelesexpressionsdel,, et J, en fonction de n.
3. Déerminer lim I, e lim J,.

n- +oo n- +oo

Exercice 2

e
On pose pour tout entier naturel nnonnul : |, = J. x2(Inx)"™ dx
1

e
1. Calculerlozj X2 dx .
1

A l'aide d'une intégration par parties, calculer |,.

En déduire I,.

Démontrer que, pour tout entier naturel n, |, est positive.

©o 0 A W DN

Déduire de la question 3 que pour tout entier naturel n non nul, on a:

e3

n+1

I, <

7. Déterminer lim I,
n- +oo
Exercice 3
On considére lafonction f définie sur R par : f(x) =sin*x
1. Exprimer sin? x ainsi que cos” x en fonction de cos(2x).

2. Exprimer sin® x en fonction de cos(2x) et cos(4x)

U
3. Calculer J' 8 £(x) dx.
0

Exercice 4

(n+1) 1t
Pour tout entier naturel n, on pose : I, = I e *sinxdx
nrt

1. A I'aide de deux intégrations par parties successives, montrer que :

—TT
+
o= (e e

2. Démontrer que lasuite (1) est gébométrique. On précisera saraison et son premier terme.

Exercice 5
I

On pose pour tout entier naturel n : Ih= IOZ cos” x dx

1. Cdculer lo, 11 €t 5.

A I'aide d'une intégration par parties, démontrer que pour tout entier naturel n non nul : 3l + (N + )1, = €.
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2. A l'aide d'une intégration par parties, démontrer que pour tout n > 2 :

n-1

Ih=—In2
n
(On pourra remarquer que cos' x=cosX x cos' *x)
3. Endéduirel;et 1,

Exercice 6

Tt

1. Caculer | :_[02 cos® x dx .

1
2. Ondésire maintenant calculer l'intégrale J :.[02 cos® x dx
a) Démontrer que cos’ x = cosx(1 — 2sin® x + sin® x)
b) En déduire J.

Exercice 7

Onrappelle lesformules d'Euler :
eix + e—ix _ e' -e
COSX= —— sSnx=—F/—
2 2i
2
1. Exprimer cos x en fonction de cos x.

T
2. Calculer IOZ cos? X dX .

Exercice 8

eX

On considére lafonction f définie sur R par : f(x) = e
+e

On note C sa représentation graphique dans un repére orthonormé (O, 1, ] ). (Unités graphiques: 2 cm par axes)
Déterminer leslimites de f en —co et en +oo. Préciser les éventuelles asymptotes.

Calculer lafonction dérivée f' de f et préciser son signe.

Dresser |e tableau de variation de f.

Déterminer une équation de latangente T ala courbe C en 0.

Tracer lacourbe C et ses éventuelles asymptotes ainsi que ladroite T.

© a0 A w D P

Calculer I'aire du domaine suivant en cm? :

D={M(x;y)telsque-1<x<let 0<y< f(X}

Exercice 9

e
Pour tout entier naturel n, on pose: I, = j x(Inx)" dx
1
1. Cadculerletl,.
e n
2. Démontrer que pour tout entiern > 2: 1, = 7 - E l-1.

3. Caculerl;etly,.
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Exercice 10

2

1. Déterminer troisréelsa, b et c telsque: 23X +b+ xiz

2 2
2. Caﬂculerl'intégrale:lzj XK

0 X+2

2
3. Calculer l'intégrale: J = IO(4x+3)In(x+2) dx .
Exercice 11
On considére lafonction f définie sur R par : f(X) = n 1 <

+e

In2
Le but de l'exercice est calculer I'intégrale | =I f(x) dx.
0

Pour cela, on considéere lafonction g définie sur R par : g(x) =1 — f(X).
1. Calculer une primitive de lafonction g sur R.

2. Endéduire une primitive de lafonction f sur R.

In2
3. Caouler lintégrale | = " H0) dx.
0

Exercice 12

* T
Déterminer deux réelsa et b telsque, pour tout n O N : I (at? +bt) cos(nt) dt = iz
0 n

Exercice 13

Soient a et 3 deux entiers naturels. On pose :
1
@:B= [ -0 a
0
1. CdculerI(a; 0).

2. Onsuppose que B > 1. A I'aide d'un intégration par parties, démontrer que:

o B o
|(G,B)—a—+1l(a+1,[3 1)
3 EndéduireqUG'|((1'B)=LB!KG.'.B-O)puiSqueI(a.B): GIB'
. . ! (C(+B)' ’ ! (G+B+1)!

Exercice 14

Le but de cet exercice est d'éudier l'intégrale :
X Int
®=[2
) S 1+t?

Int
1+t2

1 X
On pose, pour tout réel x> 0: J(X) = Il Ltzdt et K(x) = J.
2 1+t 1

dt .

A l'aide du changement de variable u = % , démontrer que K(x) = =J(x). Conclure.

pour tout réel x # —2.
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Exercice 15

Calculer lesintégrales suivantes :

1 1 1 3
I=I X2 dx szexdx K=I xe* dx L=J‘ 23X dx
0 0 -1 1 xX°+1
Exercice 16
1. Factoriser, sur R, le polynéme P = X3 - 1.
3% + x+
2. Calculer lintégrale| = | X rxrlgy
2 x -1
Exercice 17
On considére la suite (u,) définie pour n = 0 par :
2 2
U, = I e ™ dt
1
1. Démontrer que, pour tout n O N ettout t 0[1;2]:0< e™ <e™
e—n _ e—2n
2. Endéduireque: 0 < u, < — pour tout n O N.
3. Endéduirelalimite de la suite (uy).
Exercice 18
On considére la suite (u,) définie pour n = 0 par :
1
U, = on” In(x + 1) dx
1
1. Calculer U= J'O|n(x+1) dx et uy.
. In2
2. Démontrer que: 0 < u, < ol pour tout n O N,
3. Endéduirelalimite de lasuite (uy).
Exercice 19
0
Le but de cet exercice est d'étudier l'intégrale: | = J. x%e* dx
1. En éudiant I'application f : x> x2 e, démontrer que f est bornée sur [-3 ; 0].
Endéduireque: 0 < | <1—2.
e
A o . . 17
2. Al'aide de deux intégrations par parties, démontrer que | =2 - —-.
e
Exercice 20
Soit f une fonction strictement positive et intégrable sur un intervalle | =[a; b] (avec a< b).
SoitJ=[c;d] (avecc<d)tel que:JOI.
d b
Démontrer que : j f(x)dx < J. f(x) dx
Cc a
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Exercice 21

Xx—3y=2In2

1) Résoudre le systeme .
) ¥ {x+y=4|n2

In16 X + 3 In16 o ]
2) On pose | =J. dx et J = I <~ dx. Calculer | — 3J et | + J. Déduire de la question 1) les
0o e*+4 e"+4
valeursexactesdel et J.
Exercice 22
Soit h lafonction définie sur ]0 ; +oo[ par : h(x) =(Inx)?
1. Cdculer ladérivéeh’ delafonction h.
e
2. Calculer I'intégrale : | =j InX 4
10X
Exercice 23
Partie A
X
Sait f lafonction définie sur R par : f)=1+x—-e 2

On note C; sareprésentation graphique dans le plan muni d'un repére orthonormé (O, ', ). (Unités graphiges : 2 cm)
1. a Etudier leslimitesde f en +o et en —co.

b. Montrer que ladroite D d'équationy = 1 + X est asymptote oblique ala courbe C; en +eo.

c. Etudier laposition de C; par rapport aD.
2. a Cdculer ladérivée f' de f puis étudier son signe.

b. Endéduireletableau de variation de f sur R.

3. Tracer, danslerepére (O, i, ] ) lacourbe C; et ladroite D.

Partie B

Soit n un entier naturel non nul. On désigne par A, l'aire, en unités daire, de la partie du plan délimité par la
droite D, lacourbe Cs et les droites d'éguationx =net x=n + 1.

1. Hachurer, sur le graphique le domaine défini ci-dessus pour n = 2.

2. Exprimer A, en fonction de n.

3. Endéduire que la suite (A,) est géométrique. On préciserasaraison g et son premier terme A;.

4. Exprimer lasomme S, = A; + A; + ... + A, enfonction de n. Que représente S, graphiquement ?
5

. Cdlculer lalimite de la suite (S)).

Exercice 24

Démontrer que, pour tout N0 N

J'e(lnx)zn_l 1

1 X = n(n+1)

Exercices sur le calcul intégral page 5 G. COSTANTINI



