EXERCICES REDIGES SUR LA CONTINUITE ET LA DERIVABILITE

Exercice 1 Quelques résultats théoriques - Regles opératoires sur les fonctions dérivables
Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle | et a un point al'intérieur del.
Démontrer que s f et g sont des fonctions dérivablesen a aors:

1. f+gestdérivableena.

2. fgest dérivableen a

3. Sigest non nulleau voisinage dea alors % est dérivableen a.

Exercice 2 Dérivation d'une composition de fonctions dérivables

Soit u une fonction dérivable sur un intervallel.

Soit v une fonction dérivable sur un intervalle J contenant u(l).

Démontrer que lafonction v o u est dérivable sur | et pour tout x € | :
(Vou)(x) = u(x) v(u(x)

Exercice 3 Un exemple de fonction dérivable & dérivée non continue

Considérons la fonction f définie sur R par :

f(¥) = xzsin[éj sx=0 et f(0)=0
Montrer que:
1. festcontinueenO.
2. festdérivableenO.

3. f' n'est pas continue en 0.

Exercice 4 Un petit théoréme de point fixe
Soit f une fonction continue et définie sur 'intervalle [0 ; 1] et avaleursdans!'intervale [0 ; 1].

Démontrer que f admet (au moins) un point fixedans [0 ; 1].

Exercice 5 Oul'on applique le théoréme de bijection a la dérivée
Démontrer que I'équation

x4+ x3-x+1=0
n'a pas de solutions sur R.

Exercice 6 Unelimite classique

On rappedleque lim &(t): 1. Soitn € N.
t—0 t

Etudier lalimite suivante : lim S'_n—(nt)
t—>0 sin(t)
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Exercice 7 Etude d'une fonction irrationnelle

On considére lafonction f définie sur R par :

f¥) = Vx®+x+1-x
On note C; sa représentation graphique dans un repére orthonormé (O ;1,7 )

1. Etudier leslimitesde f en —oo et en +o0. La courbe C; admet-€lle des asymptotes horizontales ?

2. Démontrer queladroite A d'équation y = —2x — % est asymptote oblique & C; en —co.

Exercice 8 Dérivabilité desfonctions sinus et cosinus sur R

Démontrer que les fonctions sinus et cosinus sont dérivables sur R et préciser leur fonction dérivée.

. cos(h)-1 .
| : lim ——~—= =0 et |
On rappelle que h|_r)r(1) H h|_r)r(1)

sin(h) _,

Exercice 9 Unebijectionde R sur ]-1; 1]

Soit f lafonction définie sur R par : fx) =

1. Démontrer que f est bornée sur R.

2. Etudier laparitéde f.

3. Etudier ladérivabilité de f en 0.

4. Démontrer que f définit unebijection de R sur -1 ; 1].

Exercice 10 On ne peut étre dépasse par plus lent que soit.
Soient f et g deux fonctions dérivables sur l'intervalle| = [0 ; 1] tellesque: f(0) =g(0) et f'< g surl.

Démontrer que f < g sur |. (On pourra étudier lesvariationsdeg — f)

Exercice 11 Utilisation de |'accroissement moyen pour déterminer une limite

1. On seproposedéudier lalimite en g delafonction f définie par :

cos(x)

s
fx) = — pourx;tE.

X_f
2

Veérifier quel'on est en présence d'une forme indéterminée.
En considérant I'accroissement moyen de lafonction cosinus en g , déterminer lalimite ci-dessus.

2. Par une méthode analogue, éudier leslimitesde f en a dansles cas suivants :

109= X2 ma-o

_ tan(x) -1 n

fx) = % ena 7
4
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Exercice 12 Deux fonctions continues qui commutent sur un segment ont un point fixe commun
Soient f et g deux fonctions continues sur le segment | = [0, 1] tellesquego f = f 0 0.
Le but deI'exercice est de démontrer qu'alors, il existeun réd ¢ de [0, 1] tel que f(¢) = g(¢).

1. Question préliminaire

Soit ¢ lafonction définie sur [0, 1] par ¢(X) = f(X) — .
Démontrer qu'il existeun réd a € [0, 1] tel que:
9@ =0

On adonc f(a) = a. On dit que a est un point fixe de f.
Dans la suite du probléme (questions 2, 3 et 4),

on suppose qu'il n'existe pasderéel £ dans[0, 1] tel que f(¢) = g(¢) et on déduit une contradiction.
(Il sagit d'un raisonnement par |'absurde).

2. Onnote h lafonction définiesur | par h= f — g.

Démontrer que h est de signe constant.
3. Soit (uy) lasuite définie par :

Uy =2
{uml =9g(u,)
a. Démontrer la suite (uy) est bornée.
b. Démontrer que pour tout n € N, u, est un point fixe de f. (C'est adire: f(uy) = uy)
¢. En déduire que la suite (u,) est monotone.

d. En déduire quelasuite (u,) converge versun réd ¢ e [0, 1]. (On ne cherchera pas a calculer /)

4. Dans cette question, nous allons en déduire une contradiction

a. Démontrer que f(¢) = ¢
b. Démontrer que g(¢) = ¢

c. En déduire une contradiction.

5. Conclure.
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EXERCICES REDIGES SUR LA CONTINUITE ET LA DERIVABILITE : SOLUTIONS

Exercice 1 Quelques résultats théoriques - Regles opératoires sur les fonctions dérivables

Par hypothése, |es accroissements moyens farh-f@) o 9@+N-9@) ymerent des limites lorsque h

h h
tend vers 0. On note f'(a) et g'(a) ces limites respectives.
1. Ona:
(f+9)a+h)-(f+9)@ _ fla+th)-f(@) . g(a+h)-g(@)
h h h
Donc (f+o)(@+ hr)]_ (/+9)(® admet unelimite égale a f'(a) + g'(a) lorsque h tend vers 0.
Cequi prouveque f + g est dérivableen a (et de plus, (f + 9)'(a) = f'(a) + g'(a)).
2. Ona:
(f9)a+h)-(fg)(@) _ f(a+h)g(a+h)+f(a)g(a)
h h
_ [f(a+h) - f(a)lg(a+h) + f(@lg(a+h) - g(a)]
h
— f(a+ hr)]_f(a) g(a) + f(a) g(a+ hr)]_ g(a)

Donc (fo)@+ hr)]_ (f9)(@) admet une limite égale a f'(a)g(a) + f(a)g'(a) lorsque h tend vers 0.

Ce qui prouve que fg est dérivable en a (et de plus, (f9)'(a) = (f'g + f9)(a)).
3. Soit V un voisinage de a sur lequel g est non nulle. Pour h € V, on a:

1 1

g@+h) 9@ _ _g@+h-g@ 1
h h g(a)g(a+h)

Or, g est continue en a puisgque dérivable en a, donc il1irr(1) g(a+ h) =g(a).
-

1 1

M admet unelimite égale a —%Iorsqueh tend vers 0.
g(a

Donc

Cequi prouve 1 est dérivable en a (et de plus, (ij (@)= _ 9@ (a)z )
g 9 [9(a)]

Exercice 2 Dérivation d'une composition de fonctions dérivables
Soit xg € I.
On écrit :
(vou)(¥) — (vou)(X) _ V(U(x)) —v(u(xy)) . u(x) —u(x)
X=% u(x) — u(xp) X%

Posons yg = u(Xp) et y = u(x) :

(vou)(¥) —(vou)(X) _ V(Y) —V(¥) , () —u(x)
X=X Y=Y X=X
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Or, v éant dérivable en yp, on a:

lim V(y) _V(yO) — VI(yO)
Y=Y Y=Y

Et u éant dérivableen xy, on a:

lim u(x) —u(%) _ (%)
X—Xg X=Xy
Doi: jim 2O ZVRU0) _ iy v viye) = wix) x v(U()
X—Xg X=X
Clest-a-dire: (Vou)'(x) = U'(x) x V(u(xo))

Ceci éant valable pour tout Xy € |, on en déduit la dérivabilité dev o u sur | et
(Vvou)(x) =u(x) v(u(x)

Exercice 3 Un exemple de fonction dérivable & dérivée non continue

(5)
(5)

D'aprés le théoreme de comparaison des limites (en 0), on en déduit :

1. Nousavons, pour tout réel x = 0: <1

2

Donc : N < X

lim /()| =0 (puisque lim x> = 0)
Donc: Iirrg)f(x)=0=f(0)

Donc f est continue en 0. A A A

VAN

2. Montronsque f est dérivableen O :

Pour tout réel x = 0, nous avons : 1)=70) =X sin[ij
x-0 X
Or: lim xsin(ij=0
x—0 X
(Méme type de preuve que ci-dessus. On écrit : xsin[ij < X))
X
Donc: lim M =0
x—0 x-0

Cequi signifie que f est dérivable en 0 avec f'(0) = 0.
3. Montronsque f' n'est pas continue en 0.

En effet, pour tout x = 0, on a:
f1(X) =2x sin[ij + x%x (— iz) cos(ij = 2x sin(ij— cos(ij
X X X X X

. . (1 . . 1 .
Nous savons que lim 2x sin [—j =0, maislaquantité cos(—j n'a pas de limite en 0. (Vair legon sur la continuité)
x—0 X X

Donc f' n'apasdelimiteen O, ce qui signifie qu'ele n'est pas continue en 0.
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Exercice 4 Un petit théoréme de point fixe

14

N

Considérons la fonction g définie par : g(x) = f(X) — x L'équation f(X) = x est aing

Cette fonction g est continue sur [0 ; 1] (différence de fonctions continues) et
9(0)=f(0) =0
9(1)=f(1)-1<0

équivalenteag(x) = 0.

Leréd A =0 est bien intermédiaire entre g(0) et g(1), donc d'apreés le théoréme du méme nom, il existe un réd
c €[0; 1] td queg(c) =0, Cest-a-dire:
fle)=c

Donc f admet (au moins) un point fixedans [0 ; 1].

Exercice 5 Oul'on applique le théoréme de bijection a la dérivée
Définissons lafonction f, pour x € R, par :

)= x*+ x3—x+1

Lafonction éant polynomiale, elle est indéfiniment dérivable et on a:
On dérive deux fois afin de se ramener

F)=4x3+3x*-1 aune fonction polynéme de degré 2 (on
sait éudier son signe)

(%) = 12 X%+ 6x = 6x(2x + 1)

Nous en déduisons les variations delafonction f :

_ 1
X —00 E 0 o +00
Signede f" + 0 — o + +
. 3 +00
Variations 2 :
de / \ /
r o -1

Lafonction f' est continue et strictement croissante sur [0, +oo[. Deplus f(0) =-1<0 e lim f'(X) = +oo.
X—> 40
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D'aprés le théoreme de bijection, il existedoncunréd o € ]0; +oof tel que f'(a) = 0.
On en déduit que f' est négative sur |—o ; o et positive sur [a ; +oo].
Lafonction f admet donc, sur R, un minimum en . |l nous reste a prouver que f(o) est strictement positif.
Pour cela, encadrons o.. On sait que f'(0) = -1 et f'(1) = 6, donc o € ]0 ; 1[. On en déduit :
O<oa'<le O<a®<le O<-a+1<1
En sommant cestrois encadrements : O<a*+0®-a+1<3
Cest-a-dire: 0< f(a) <3
Leminimum de f, sur R, est strictement positif, donc f I'est aussi.

Par conséquent f ne sannule pas. Autrement dit, I'équation f(x) = 0 n'admet pas de solution sur R.

Exercice 6 Unelimite classique

S n=0, dorsil est clair que: lim S'_n—(nt)=0
t-0 sin(t)
sin(nt) Cnx sin(nt) y t

Pour n e N*, on écrit : . —
sin(t) nt sin(t)

. . . sn(nt R
On sait que lim ;= lim L= ldou:
t-0 sin(t) t-0 nt
lim _sm(nt) =n
t-0 sin(t)
i . in(nt
Finalement, pour tout n € N, ona: lim S'_—()=n
t-0 sin(t)

Exercice 7 Etude d'une fonction irrationnelle

2
Remarque: x°+ X+ 1= (x+%) + % >0, lafonction f est effectivement bien définie sur R.

1. Limiteen -«

Ona: im (X*+x+1) =40 & lim X =+
X—>—00 X >+
D'ol, par composition : lim Vx?+X+1=+0
X—>—00
Finalement : lim f(x) =+
X—>—00

La courbe C; n'admet pas d'asymptote horizontale en —oo.
Limite en +o

Pour lever I'indétermination (du type "o — "), on utilise la transformation d'écriture suivante :
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( x2+x+1—x)( X2+ X+1+ x)
X2+ x+1-x= =
U 4 x41+x I3 4 x+14 X

X+1

Dans e dernier quotient, on a encore une indétermination du type "oo/o". On écrit, pour X >0 :

x(1+£) 1+£
Xx+1 _ X _ X
2
V5 4 x+1+ X x(\/1+1+12+1] \/1+1+12+1
X X X X
On en déduit facilement : lim f(x) = 1
X—>+00 2

La courbe C; admet donc une asymptote horizontale en +o d'équation y = % .

2. On é&udieladifférence: f)-y= VX% +x+1 +x+ %

Lorsque x tend vers —o, on a une indétermination du type "o —0". On procéde comme précédemment :

X+1 1
+ J—

VP +x+1-x 2

Et pour x < 0, on obtient (attention \/? = —x dans ce cas) :

1
XA X+1 + X+ ==

1 1
X+1 1 5 1
T2 w1 - 2 T 11 2
X"+ X+1-X 1+;+7+1
X
D'olr : lim (fx)-y)=0
X—>—00

Ladroite A d'équationy = —2x — % est bien asymptote oblique & C; en —o.

Exercice 8 Dérivabilité des fonctions sinus et cosinus sur R
Fixonsx € R. Pour tout h € R, on a:

sin(x + h) = sin(x) cos(h) + cos(x) sin(h)
D'ol, pour he R" :

sin(x+ h) —sin(x) _ sin(x)(cosh—1) + cos(x) sin(h) _ cos(h) -1
h h

cos(h) -1

sin(x) + w cos(X)

. in(h
Or, nous savons que : lim sin(h) =1
h—0

=0 et lim
h—0

sin(x+ h) —sin(x)

L "accroi ssement moyen o

admet donc une limite lorsque h tend vers O et :

lim sin(x+ h) —sin(x)
h—0 h

= cos(x)

On a prouvé que lafonction sinus est dérivable en x et que:
(sin(x))" = cos(x)
Ceci étant valable pour tout réel x, on en déduit que la fonction sinus est dérivable sur R de dérivée la fonction

cosinus.
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On peut en déduire rapidement la dérivabilité de la fonction cosinus. En effet, pour tout x € R, on sait que:
cos(X) = sin(g - x)
D'apreés |e théoréme de dérivation d'une composée, on obtient :

cos(x) = —cos(g - x) = —sn(x)

Exercice 9 Unebijectionde Rsur]-1; 1]

Soit f lafonction définie sur R par : fx) =

1. 1l est clair pour tout réel x, on a:
O0<|X<1+[
En divisant par 1 + [X| (Qui est strictement positif), on obtient :
O<f¥I<1
Ce qui prouve que f est bornée (par —1 et 1) sur R.
2. Lafonction f est définie sur un ensemble symétrique par rapport a0 (a savoir R) et pour tout x € R, on a:

S0 x
I = =T W

Cequi prouve quelafonction f est impaire.

Sa représentation graphique est donc symétrique par rapport al'origine du repéere.

3. Pourtouthe R", ona: f-/0 _ _1
h 1+|h|
D'ol : lim M =1
h—0 h

Lafonction f est dérivableen O et f'(0) = 1.
4. Montrons que f est strictement croissante sur R..

Pour tousx et y dansR., on a:

~ _ y X _ y—-X
T =100= 35" 17X~ @enasy)

D'ou I'implication suivante: 0<x<y = f(x)<f(y)
Lafonction f est donc strictement croissante sur R..
Remargue : on pouvait aussi calculer la dérivée f'. Sur R,, on obtient :

o 1
e

Méme conclusion que ci-dessus.

Comme f est impaire et strictement croissante sur R, ellel'est sur R.
Deplus, f est continue sur R (comme quotient u/v de fonctions continues sur R, v ne Sannulant pas)

Et enfin, on montrefacilement que: lim f(x)=1 e lim f(x)=-1
X—>+00 X—>—0

Bilan : f est continue et strictement croissante sur R, c'est donc une bijection de R dans son image]-1; 1].
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Exercice 10 On ne peut étre dépassé par pluslent que soit.

Calculonsla dérivée delafonctiong — f : g-H'=9g-f

Commef'<sgsurl,ona: g — f" = 0surl. Lafonction g — f est donc croissante sur |. Ce qui signifie:
pour tousrédsuetvdel :u<v = (g-f)U) < (g- V)

Cest-a-dire: pour tousrédsuetvdel :u<v = g(u) — f(u) < gv) — f(v)

En particulier avecu=0,0na: pour toutvdel : g(0) — f(0) < g(v) — f(Vv)

Et comme £(0) = g(0) : pour tout vdel : 0 < g(v) — f(v)
Cest-a-dire: pour tout v del : 0 < g(v) — f(V)
Cequi signifie: f<gsurl

Exercice 11 Utilisation de |'accroissement moyen pour déterminer une limite

1. On est en présence d'une forme indéterminée car le numérateur et le dénominateur tendent vers 0.

On sait que la fonction x > cos(x) est dérivable sur R (donc ele I'est a fortiori en g) de dérivée la

fonction X — —sin(x)
s

Onadonc: lim
T

X2
2 PN

2. On considere lafonction ¢ définiesur [—1, +oo[ par :
o(X) = V1+x

Lafonction ¢ est dérivable sur ]-1, +oo[, donc elle I'est afortiori en O, donc :

lim
x—0

(p(X) ; (p(O) — (p-(o)

’

Or, ¢ est delaforme ¢ = Ju avec ux)=1+xdonceo' = L, ce qui donne:

2Ju
. 1
X) =
0 2V1+ X
- . 1
Et en particulier : ¢'(0) = >
On en déduit : lim Yitx-1_1
x—0 X 2
La fonction tangente est dérivable en % et: tan'(x) = 1 + tan(x)
Donc: lim M:1+tan2[zj:2
A 4
4 4
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Exercice 12 Deux fonctions continues qui commutent sur un segment ont un point fixe commun
Soient f et g deux fonctions continues sur le segment | = [0, 1] tellesquego f = f 0 0.
Le but deI'exercice est de démontrer qu'alors, il existeun réd ¢ de [0, 1] tel que f(¢) = g(¢).

1. Cettefonction ¢ est continue sur | (différence de fonctions continues) et :
9(0)=f(0)>0
o(1)=f(1)-1<0
D'aprés le théoreme des valeurs intermédiaires, il existeun réd a € [0; 1] tel que p(a) = O, C'est-a-dire:
f@=a
Donc f admet (au moins) un point fixea dans [0 ; 1]
2. Cettefonction h est continue sur | (différence de fonctions continues).
S h n'&ait pas de signe constant, on pourrait trouver desrédls o et B dans [0, 1] telsque:
h(e) <0 e h(B) =0
Du théoreme des valeurs intermédiaires, on déduirait |'existence d'un rédl ¢ comprisentre o et 3 tel que:
h(c)=0
Ce qui est contraire al'hypothése.
Donc h est de signe constant.
3. Soit (uy) lasuite définie par :

Up=2a
{uml =9g(u,)
a. Commeuy € | et gest avaleursdans|, lasuite (u,) est bien définied'ou :
U, € I, pour toutn e N

La suite (uy) est donc bornée par O et 1.

b. Considéronslapropriété ¢, définiepour n € N, par :
#(n) 2 f(Un) = Un
e Commeuy=aestun point fixede f, on a g (0). Lapropriété ¢ est doncinitialiséeen 0.
e Soitn e N. Supposons ¢ (n). Alors:

0g=9 (n)

fog=gof »
f(uml) = f(g(un)) = g(f(un)) = g(un) = Uni1

D'ol p(n+1).
Lapropriété g est donc héréditaire a partir du rang n.
Du principe de raisonnement par récurrence, on en déduit que la propriété ¢ est vraie pour toutn € N ;

pour tout n € N, u, est un point fixe de f

c. Pour tout n € N, examinons la différence Up,1 — Uy :

3.b.
Uni1 — Un = g(un) —Uy = g(un) - f(un) = h(uﬂ)
Or, d'aprésla question 2., h est de signe constant, donc la suite (u,) est monotone.

d. Lasuite (u,) est monotone est bornée par O et 1. Danstous les cas, elle convergedonc versunréd 7 € I.

4. a. D'apréslaquestion 3.b., ona:

pour tout n € N, f(u,) = Uy,
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En passant alalimite lorsque n tend vers +oo ;

lim f(uy,) =/
n—+o0o
Or, f est continueen ¢ donc lim f(uy) = f(¢), dou :
n—+o0o

f(=1
b. Par définition, on a:
pour tout n € N, Un,1 = g(un)

En passant alalimite lorsque n tend vers +oo ;

£=lim g(uy)
n—+o0o
Or, g est continueen ¢ donc lim g(uy,) = g(¢), d'ou :
n—+o0o

a() = ¢
c. Onadonc: h())=f(0)-g()=¢-¢=0

Ce qui contredit I'hypothése faite avant la question 2.
5. L'hypothése en question est donc fausse. Par conséguent :

il existeun réd ¢ dans| te que f(¢) = g(¥)
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